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Resume - Pour = 5 et = 6, nous calculous le complexe cellulaire defini par Voronoi 
a partir des formes quadratiques reelles de dimension A''. Nous en deduisons I'homologie 
de GLn{Ii) a coefficients triviaux, a de petits nombres premiers pres. Nous montrons aussi 
que K5{Z) = Z et que Kq{Z) n'a que de la 3-torsion. 

Some computations of the cohomology of GLjv(Z) and the K-theory of Z 

Abstract - For = 5 and A^ = 6, we compute the Voronoi cell complex attached to 
real A^-dimensional quadratic forms, and we obtain the homology of GLiq{'L) with trivial 
coefficients, up to small primes. We also prove that Kz{Ij) = Z and Kf,[T) has only 3-torsion. 



1. La theorie de Voronoi 

Soit A^ ^ 2 un entier. Notons Cn I'espace des formes quadratiques definies positives 
reelles de rang A^. Etant donnee h £ Cn, les vecteurs minimaux de h, c'est-a-dire les 
vecteurs v non nuls de tels que h{v) soit minimal, forment un ensemble fini, note m{h). 
Une forme h G Cjv est dite parfaite si elle est entierement caracterisee par son minimum sur 
Z^ — {0} et par I'ensemble m{h). Designons par F le groupe GL]s[{Z) ou SLnCZ). Voronoi 
a demontre |17) (Thm.,p.llO) que, modulo Taction de F et la multiplication par les reels 
positifs, il n'y a qu'un nombre fini de formes parfaites. 

Notons I'espace des formes quadratiques positives reelles sur dont le noyau est 
engendre par un sous-espace vectoriel propre de Q^. Soient X'^ le quotient de par 
les homotheties positives, n : — > X'^ I'appHcation quotient, Xm = tt{Cn) et dX"^ = 
X^ — Xn- Le groupe F agit sur Cj^, et sur X^, par la formule 

h-j = 7*/i7, 7 e F, h&C*N, 

on 7* est la transposee de 7. 

A tout vecteur v G Z^ — {0} on pent associer une forme v e C^;, definie par v{x) = 
Etant donne un sous-ensemble fini B de Z^ — {0}, I'enveloppe convexe de B est le sous- 
ensemble de X'^ image par tt du sous-ensemble 



XjVj , Vj e B, Aj ^ 



de C^. Lorsque h est une forme parfaite, nous designons par a{h) C I'enveloppe convexe 
de I'ensemble m{h) de ses vecteurs minimaux. Voronoi a montre jl^ (§§8-15) que les cellules 
a{h) et leurs intersections, quand h parcourt I'ensemble des formes parfaites, definissent une 
decomposition cellulaire de X"^, compatible avec Taction de F. Nous munissons X"^ de la 
CW-structure correspondante. Si r est une cellule (fermee) de X^ et si h est une forme 
parfaite telle que r C crih), on note TO(r) I'ensemble des vecteurs v de m{h) tels que v soit 
dans T. La cellule r est I'enveloppe convexe de TO(r) et Ton a r7i(r) n m(T') = m(T n t'). 
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2. Calculs EXPLICITES 



2.1. Notons E„, < n ^ dim(Xi^) = d{N) ^ N{N + l)/2 - 1, un ensemble de represen- 
tants, modulo Taction de F, des cellules a de dimension n dans X'^ qui rencontrent 
et telles qu'aucun element du stabilisateur de a dans T ne change I'orientation de a. Pour 
N ^6 nous avons determine un tel ensemble S„. En particulier on a le resultat suivant : 

Proposition 2.1. Le cardinal de I]„ est zero sauf dans les cas indiques dans le tableau 
ci-dessous : 
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2.2. Pour tout entier m > 1 on note Sm la classe (de Serre) des groupes abeliens finis A 
tels que tout nombre premier p divisant I'ordre de A verifie p ^ m. Si 7 G F est d'ordre 
premier p on sait que p ^ N +1. II en resulte que Paction de F sur X"^ permet de definir un 
complexe V = {Vn,dn) tel que Vn soit isomorphe au module libre engendre par S„, n ^ 0, 
et que I'homologie de V coincide, modulo Sn+i, avec I'homologie F-equivariante de la paire 
~ VII Prop. 8.1, III Prop. 2.2) : 

Hn{V) = H^{X*^,dX*^;Z) (mod^AT+i) . 



{X*^,dX*^) (d 



Proposition 2.2. i) SiT = GL5(Z), on a, modulo S5, 

Hn{V,Z) 

ii) Si F — GLqCZ), on a, modulo Sj, 



TL si n = 9, 14, 
sinon. 



iii) Si F = SL6(Z), on a, modulo Sj, 



Z si n = 10, 11,15, 
sinon. 



Z^ si n = 15, 
HniV,Z) = {Z si n = 10,11,12,20, 
sinon. 

2.3. La preuve des Propositions 2.1 et 2.2 utilise la classification des formes parfaites. Si 
^ 7, le travail de Jaquet ^ fournit un ensemble V de representants des formes parfaites 
de rang N et, si h & V, la liste m{h) des vecteurs minimaux de h et une liste des formes 
"voisines" de h modulo Taction de son stabilisateur Th, ainsi que leurs representants dans 
V. On en deduit une liste des faces de a{h) modulo Th- 

Pour obtenir un ensemble S„ comme dans 2.1, on procede comme suit, a Taide d'un 
ordinateur. Pour chaque h on calcule les elements de Th, et done la liste J-i^h de toutes 
ses faces r de codimension 1 (i.e. les ensembles m(r) correspondants) . Par recurrence 
sur Tentier n, 1 ^ n ^ d{N), on definit un ensemble Tn,h de cellules de codimension n 
dans X^, puis un systeme de representants CnM C TnM pour Taction de F sur TnM (cf. 
4.3). Par definition, Tn+i,h est Tensemble des cellules ip H t, ip G J^n,h, t G Cn,h, qui 
sont de codimension n + 1 dans a{h). L'ensemble S„ est alors obtenu en choisissant des 
representants modulo F de la reunion des Cd{N)-n,h, h G V. 
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2.4. Pour calculer la differentielle de V on procede comme suit. Pour chaque cellule a de 
S„, n ^ 0, on choisit un ordre sur I'ensemble m(cr) de ses vecteurs minimaux. Pour toute 
cellule r' C (T cet ordre fournit un ordre sur m(r') et done une orientation du sous-espace 
vectoriel reel M (r') engendre par m(T') dans I'espace vectoriel des matrices symetriques 
reelles. Si t' est une face de a on obtient une base orientee i? de R (cr) en adjoignant a la 
suite d'une base positive de K (t') I'element v, ou v est I'element minimal de TO(cr) — m(r') 
(pour I'ordre choisi ci-dessus). Notons e{T',a) = ±1 I'orientation de B dans M((t). 

Si r G est equivalente a la face t' = t • 7 de cr G £„, on pose rj{T,T') — 1 (resp. 

ri(T,T') = — 1) selon que 7 est compatible (ou non) aux orientations choisies de M (r) et 
K(t'). On a alors 

dn{cr)= Yv{T,T')e{T',a)T , 

OU r' parcourt I'ensemble des faces de a equivalentes a r. On notera que I'identite c?„+iod„ = 
0, n > 0, est un bon test pour verifier les calculs effectues par I'ordinateur. 

3. COHOMOLOGIE DES GROUPES MODULAIRES 

Si St AT est le module de Steinberg de SL^t q on a 

(3.1) H^{X^,dX'^;Z) = iJ„_jv+i(r, Stjv) 

(cf. [0). Le theoreme de dualite de Borel et Serre |§ dit que 

77™(r,Stjv) = i?'^-"(r,Z) (mod^AT+i), 

on d = N{N — l)/2 est la dimension cohomologique virtuelle de F et Z est le F-module 
trivial Z sauf quand T = GLAr(Z) et N est pair, auquel cas 7 G F agit par multiplication 
par det(7) sur Ij — Ij. Enfin, le lemme de Shapiro montre que, modulo 1S2, 

i7'"(SLjv(Z), Z) = i7"(GLAr(Z), Z) ® ff™(GLAr(Z), Z) . 

La Proposition 2.2 implique done le resultat suivant : 

Theoreme 3.1. i) Modulo S5 on a 

Z si m = 0,5, 
sinon. 

ii) Modulo 67 on a 

Z si m = 0, 5, 8, 
sinon, 

et 

{Tl? si m = 5, 

Z si m = 0,8, 9, 10, 

sinon. 

4. K-THEORIE DES ENTIERS 

4.1. Rappelons que /fi(Z) = K2{Z) = Z/2, K-i{X) = Z/48 et K^{X) = (l|. 



7J™(GL5(Z),Z) 



i/'"(GL6(Z),Z) 



Theoreme 4.1. On a Kz[1j) = Z. Par ailleurs, I'ordre de Ke{Z) est une puissance de 3. 



Notons Q (resp. Qat) la categorie definie par Quillen |To| a partir des Z-modules libres 
de rang fini (resp. de rang au plus N). Si BQ est le classifiant de Q, on a 

K„i(Z) = TTrn+l BQ , 
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et Ton dispose de suites exactes jlT) 
(4.1) 

■ • • ^ Hm{BQN-l,'^) Hjn{BQN, Z) _ff,„_Ar(GLjv(Z), St^v) — * i?„i-l(-B(3Ar-i, Z) 

On sait aussi que i?o(GLjv(Z), StAr) = si ^ 1. 
Proposition 4.2. i) Modulo S2 on a 

i/3(GL3(Z),St3) 

et 

i/l(GL5(Z),St5) =i/2(GL4(Z),St4) 

ii) Modulo S3 on a 

i/3(GL4(Z),St4) 

i/i(GL6(Z),St6) = ff2(GL5(Z),St5) = i74(GL3(Z),St3) = i?5(GL2(Z), Sta) = 0. 

Pour demontrer cette proposition on utilise les resultats du calcul amenant a la Propo- 
sition 2.1 et les resultats de [|4|, |§, ||l|| et ||l6|. D'apres (3.1) et H ou ||l§, on pent 
calculer les groupes i?m(GL7v(Z), St^v) a I'aide d'une suite spectrale dont le terme Ei est 
une somme de groupes d'homologie des stabilisateurs des cellules des T,n- L'analyse de ces 
groupes conduit a la Proposition 4.2. 

4.2. A I'aide de (4.1) et de on deduit de la Proposition 4.2 que Hq{BQ, Z) = Z modulo 
52 et que Ht{BQ,'Z) = Z modulo ^3. Par ailleurs on demontre, en utilisant ||^, que le 
noyau du morphisme d'Hurewicz 

(resp. Ke(Z) Hj(BQ,Z)) est dans ^2 (resp. ^3). Enfin, on sait que Kq{'L) est fini, 
que K5{X) est de rang un, et qu'aucun d'eux n'a de la 2-torsion ||l^. Le Theoreme 4.1 en 
resulte. 

4.3. La plupart des programmes ont ete developpes en utilisant le logiciel PARI-GP 
Nous utilisons aussi les programmes de 1^ pour decider si deux formes de sont equiv- 
alentes sous Taction de T. Enfin, le logiciel GAP 1^ permet de produire tous les elements 
des groupes finis Th, h E V, a partir de leurs generateurs et de calculer certains de leurs 
groupes d'homologie. 

Les calculs ont ete realises sur les ordinateurs de I'UMS Medicis, ceux du MPI Bonn, et 
ceux de I'ACI " Arithmetique des fonctions L". 
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